
�����Æ�

Fan Chung �����

� 10����������Æ��������������		
�������
�
�������	
��������
���������
	� (graph),	�	

	

�����
��� (Google)�����
���������
� (WWW)��

�	�Æ���
��	���
�Æ
�
��������Æ�������	���
����Æ�����������	������	�
��������������
������	����� (Mathematical Reviews) ��������� (collaboration

graph): �����������
��������Æ������
	
���

� 1 ����������� Erdős (Æ���)

�� 2 ���� 5000 ������
������
� (��Æ����� 2 �������
Æ���
�� 1 ���������������ÆÆ���
�� 1������
Æ������������
��)

���Æ 200 �����������Æ��
(graph) ����������� G ���
� V �

��
 E �	���
��� 
������Æ!
"����	Æ�������������Æ��
# ���

$� !!"#$��%��������"	����%
& ��'����
���� ����!#�“�� �” ��&!#'$Æ���()*�� ����
(+�

�Æ��%��	�� �� )��	�,���*������&��
��+���"#�

�,�	�,���-	�Æ# �!-.�"�#���&!�����,��
$Æ/ �!"

• 0!! —— 
����
���#�$�

• “1"%.2”——�3��
�&����'(������
�Æ.�)�#�
���$&$Æ
���

• 
�/
%�*+—— ��
��/���)���/� j (0Æ j �)�) �


���
 j−β 	'&��, β �-�'#��
4(' Notices of the AMS, Vol.57 (2010), No.6, p.726–732, Graph Theory in the Information Age,
Fan Chung, figure number 1. Copyright c©2010 the American Mathematical Society. Reprinted
with permission. All rights reserved. .1%52)*+&,46()7/*

· 207 ·



����,����Æ+��$���"#"���30��������'1,
��
4�5,�'1-��.���8�,�,�30 (-�##��9(�) 2�

��. �:
4,),����
/3�,���0�!1,

�Æ/�,"#���*����Æ�2+�46;#��7����, 30 �,�
���85�-���-Æ�0364�!1<�85����78
�0
$Æ��
85
%�Æ�,��.�23�/�
99:���4�5��

��3	��;
/ 6����Æ�,��.-<
 ��,�����=���=>�=4�75&�
��������:>����?�'�;0�4�#��,�#�"@A
�/
%�
1&�����8���2< (percolation), �9
�B����:��6 (PageRank)1),

	���:7�=�
1. 8�	9:;<=
��
�
1&���%>��� 2�Æ���� Rényi (�3) � 1959 ��4��41&

� G(n, p) [38, 39] (*� Gilbert [44] C>;�4). G(n, p) Æ n �
��� 
�Æ
�
��85� p. ��:?����Æ�����3 p ?�# G(n, p) ��5@��@@
�(=�

����4��1&� G(n, p) ���
�/�5?A����	 G(n, p)

AÆ<@B�,���-,���!�46
 ��41&������������
8/
%1&�AD����

��������#A���61&�0��!���������������
��0E��F7��	0�8B� “�B” 0��C�����A�C��-��A8
5
%�85DB�	�1&�� “EB” 0��

��6� ������ (perferential attachment scheme) ��B0�&	9� “G�
HG”, ������# ��#��0�:;�D [11, 57], !����<F&	E=�
1896 � (3�
�I��) Vilfredo Pareto �'�����=���#F���>?/>
�����
��	'&	�
�/�85C	��
�&	GG��0�Æ�*+�
/
% [15, 31, 57]. JÆ?����B0����Æ#
0� (�?KH��	���
��H [35]) 	�$����D!0��&
�	4��
�� “@$” 0 “��!” �2

� [50].

 	�8/1&�Æ�����EB0� —— �E (configuration) 0��5?/0

���/F?� d1, d2, . . . , dn ��E0�����1&�AG
/"���m =
∑n

i=1 di

� “HI�”�@�1&AB��,HI�A
	�1� di (i = 1, 2, . . . , n) � n B
��

�B
����
��
� Molloy� Reed ��L [58, 59]&	GG [2], �-,��/�
E	H� β ���1&*+��� β ≥ β0 #?K��Æ	
I��, β0 �C� Riemann

(JK)ζ M���� ζ(β − 2) − 2ζ(β − 1) = 0 ���Æ�

�5?/0���5?/F?� w = (w1, w2, . . . , wn) �E	1&� G(w) CI�Æ

1) JNDOL5KD“PageRank” E4F “JKEL”. LG6MHMPQFNRIOJPDSG4Q
“KN”.—— 4O
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��� – �30��MH�K i 
K j �
�Æ
���85AG� wiwj/Vol(G), �,
Vol(G) �I

∑
iwi.  )�G(w) �
�
C>R@�LÆM	

�
L G(w) �5?

JN/�	 1, ��Æ	
I ([28]) (T�SU�(�SU�'
���;
I),Æ�	


I�SU� δVol(G) +O (
√
n log3.5 n), �, δ �/?��

n∑
i=1

wie
−wiδ = (1 − δ)

n∑
i=1

wi (1)

�T�<OV [29]. � G(w) 0�NPWQ�&	��%������!1��
�P�
w P3�,��� 1&� G(w) �JNRE?KSAO	 (1 + o(1)) log n

log w̃ , �(?KSA
� Θ

(
log n
log w̃

)
, �� w̃ =

∑
i w

2
i /

∑
iwi [27]. ���,���*+�H� β P3 2 < β < 3,

�#�*+�&	T 	 “QR” S���S�$Æ1�( O(log logn) �PU���Æ
(���(� O(log n), JNRE� O(log logn) [31].

�	*+��-����Æ��K'TU����,GG Wigner (V+L) QU+�
�?���C��VR�WAXL*+
% [40]. M	QU+�*+�9�$����!

L7S
������VX����YW�1�-�'N� [33, 34]. � β > 2.5 #�

��*+1&��)�VX�%��WA?KSA� (1 + o(1))
√
m, �, m �%�/�

Æ�
L k N
��k $ÆXW	 β,m � w �M��%#�%�� k ��WAÆH�
2β − 1 �*+
%�� 2 < β < 2.5 #�%��WA:�	 cm3−β, ��#� c XW	 β

�JN/� )��%1�5?/� X�#�(3Z5) Laplacian (YOYP) X��W
AXLQU+ [34].

�B0�-	�&EB0��T# ÆQ	

���&$����R�<$Æ�
?/
%�B1&��EB0��:<��
LY��������B0�&�-�Y
3ZZSA[���EB0�ZB��#���&�EB0�����VR�B0��
!1 [30].

2. �[���=
���
��D3��?K�Æ����-�-,Æ�Æ����(�2��������

��"#�T�L2�������1&���!1�	�\�+�L����2��
!1�[�����������:���\��"#�2��),��
&	\1�
����,�),��/��&	VR�Æ0������!1,��0!�����
$Æ
�2���(]�!1,��� >����+���,'��

'
��� “1"%.2” �HG�U��$�����0������($1 (�
� logn ZZS). 	Æ�Liben-Nowell � Kleinberg ����5�� [52] A��L-,�

]2�� (chain-letter data) ���VS��?KÆ� X���(� Æ��� – �3

�0� G(n, p) ����G��Z1&IUV��(�[� √
n, Æ�2� Kn ��(� 1

[60]. Aldous [4] GG� 	-$Æ�A�% σ �'�� G �9����Z1&IUV T

��( diam (T ) �5?AP3
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cσ
√
n

logn
≤ E(diam (T )) ≤ c

√
n logn√
σ

,

�� c �-�\ #��� [32] �GG�� 	�8�2� G, ���Z1&IUV��
(	$;�85� c

√
n � c′

√
n logn ZB��� c � c′ XW	 G �-^ (spectral gap)

	� G �/F?�V
Z&�
��@A2� G �1&�����^���<����� (��) 2< ((bond) per-

colation)"#� '� p ≤ 1,��78� G �C>;	85 pV]��
�	85 1−p
W,��
� Gp. ��Æ3G���"#�"^A Gp �Æ	
I�_%85 p. �<8
W���������7S��82���X� (contact graph), �����X&$�X
�	
����#^A_%85���	Y�]W<8�_A�

2<"#>��������Æ$����`��2��+� Z
k # [45, 49]. �+

���2<"#	`Qa6�TY Y
#*@^^Æ^����_Z (boot strap)2<

[8, 9]. Æ%���Z2���2<"#���	L�Ajtai, Komlós � Szemerédi (Pba
b�) ����>����2<"# [3], ���'���AD!� Cayley (cd) � [16,

17, 18, 55] �'�� [42].  	/��	 d �ec� (expander) ��Alon, Benjamini �

Stacey GG�2<_A�1	 1/2d [5]. ����=�Bollobás, Borgs, Chayes � Riordan

GG� (/�[� Θ(n) �) PU��	
I_A� 1/ρ, �, ρ �)�VX�%��WA
[13]. 	9(� Kn �2���A[f
Æ��� – �3�Æ���2���_%85�
1/n, 	� “�� (double jump)” ��_A�

 	�8�2��2<"#�/=Q	dg�A� "#����R�`Y2��
�����YT2<&	A3
��� 2009 �GG [26], 
L2�P3XW	-^�/
F?�;[V��,���� �� ε > 0, � p > (1+ ε)/d̃ ?KSA&22<��� Gp

Æ	
I[C��=�� p < (1 − ε)/d̃ ?KSA&2 Gp ��	
I��� d̃ �_[J

N/ d̃ =
∑

v d
2
v/

∑
v dv, dv �
� v �/�

�8[f/���
�2��-^&	$���!��
L� G � (3Z5) YOY

PX�<J`�WA
 1 �RE��� σ, �&	GG�1&�� Gp �<J`�WA�
/�\1#?KSA]	��ZZ (�%Y[
) [25].

3. ����e�;
���Æ$��?48^�aRE (��L��
��C�
����
�)�a (cut,

T<���B

��B

ah��Y��
�:0
:) �< (flow, T��@A
�

B�b�) OO�	Æ��,��4I� “1"%.2”, T�3� 
�&���$��
'����	�;#��RE8^�f$Æ�������MNA
��9�_�
�
B� “iB” 0� “�S” � “�?” 0� “��?” ZB3g��'��6�\�8^�

S. Brin � L. Page � 1998 ���������
��4�68^ [19]. 
-���
�b�##��0RAB��������6�7&�	9(X��� (underlying Web

graph) �NA����� “\�!”. M	�6������`%��!��8^�AG
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 �4�*8ZÆc�a����6�	����@A��bd
� (0�: ) ZB
�����Æc'$�-� �&��������

�6�<b�� 	
 u, v $Æ
cc wu,v �� G ����;#�1&hF�8
5�eX P AG� P (u, v) = wuv/du, �� du =

∑
v wuv.  	�� ���� (preference

vector) s �  !"# α > 0, � pr(α, s) �I��6�����8+
�&	
/;�I
�1&hF�d�ER"1)

pr(α, s) = α

∞∑
k=0

(1 − α)ksP k. (2)

�#�pr(α, s) P3/?\D�:"
pr(α, s) = αs+ (1 − α)pr(α, s)P. (3)

� Brin � Page �-bAG� [19], s ����
��@A 1/n �#�M���i"�
�4��j�8��0�"�j�	85 α L����1&�e�C����Æ	85
1 − α L�����e����Æ�������

���6�1&hF�Ud�:��	Æ;0Æc�&��
��%
�?�6 [6,

12, 47]. ����$�������k
4���Y��� “e” a�����"#� 
	���<
��: S 
E���a�� “e” ��/&�/=� Cheeger & h(S) A


;�/
"

h(S) =
|E(S, S)|
Vol(S)

,

�� E(S, S)���f�]	 SC�f��]	 S��Æ
�
:�Æ Vol(S) =
∑

v∈S dv.

� G � Cheeger "# hG � �ÆP3 Vol(S) ≤ Vol(G)/2 �
��: S �%1 Cheeger

& h(S). 
�`%�1<�
E�3
]lXW	Y���$Æ1 Cheeger &�a��
�Y�� Cheeger &O	 Cheeger #��a� NP `Q"# [43]. Y�%!"����?

��-g

� (a spectral partitioning algorithm). 
��W+
:
�e?�-g


�&	<�7S�a�LH�d�5�B!dRj�	Æ��5h�
�fÆ
/�
!$VG���� Cheeger �OR

2hG ≥ λ ≥ h2
f

2
≥ h2

G

2

�AD��� f �
-^ λ ����W
�Æ hf �� f �^A�
�e?�>Fhb
�i�
��:� Cheeger &�%1A�

 	$Æ�	�f�
��	��9�%
�W+
-�&8� )�������
��� $%&:  @A��� (seed) �@A��1�gY����j�
E�HA�1
�a�f��Y����a�	�0# /:�

EB
��1	'&�Æ
(���
1h��������6<����2004 ��Spielman� Teng [63]< Lovász� Simonovitz

���k��L [54] (*H [56]) �	1&hF��!1

Æ�4iBg

��ÆÆ
1) k6m (2) lliQ prα,f .—— 4O
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��m6�g

� [6], �!$VG&�/?� $% Cheeger '()

hS ≥ λS ≥ h2
g

8 logVol(S)
≥ h2

S

8 logVol(S)

������ λS � S ������ Dirichlet �WA�hS = minT⊆S h(T ) AG� S �i

B Cheeger#��Æ hg ������ S ���
��Æ α���R@�n
 S �SUÆ
�#��Æ�6 g �%1 Cheeger&����P3� iB Cheeger�OR� Cheeger&

��6���:��� (� S SU��Q), 
���a�����?�g

�J&	
6�^m6���D3��iBg

�J&��Y� m���9�Jna (balanced

cut) �����F�
D3�� (2) R�j6�I�1&hF�?4 (d�) ���&�7S1&hF�H

���@5��6�go�6 (heat kernel pagerank), �P3g���&	���iB
Cheeger�OR�/%�,_ �����Ægo�6�&��m6�iB Cheeger�O

R [23, 24]. $���"#&$L�6���ETk�Æ�,Kg�pGSqh`[��
4. *+n,
�>a�b<����,�c��-R"r%���'Æ�s ���ol���

�&	o	����?��"%�����h�m3
�*�;
	nd�&�3��
���S���F&P$=i�op�
r�G���Rj
"%���b(�]lY
&$�te%�5�*��9��������A


�
�`%���= �-�
:p��������$�"#� Æ+�����p��f� Nash (-.) /0 �f
��Æ�`%
��Æc;%
�?L'Nn����
�ip0/Æ�;,��	L
'Nn�%
# !�=%��Æ$��64 [22, 37].

1234 Rj�

"	;�.���6����nd'�Rj ���q
q
A�rj�rgO!1Æ��ol,
4�nd�,Æs
�3�,�� 56789:
;< 9��u%�"k'�Rj�5	�:S
klm�%v[f

� "k'�R
j�Æ�
�� [62], w�&2os �� [41, 51] ��	��t#��a [61].

&	L:p�q/\&no���$��4"#������<8�#��pq�
�� ��@A�� G ���
�pq�%6��?�tq@$YT�)�
��pq
��,h����)��pq"#�ndÆ�u��=�Æ%�����
����r
r (��
�) -gie�Æs?�rs (��tq) st#�
L��rr���#BÆ
t�����
��
�	�rset"#&o	���pq"#���&	`g��
��	Æ�6&���ie�:p�[u"rr�;���nt�T�����u�i
e�x`��2
� (
�) �tq��	��Æ)��tq#�Æ�yej�	���
'#pq����L'Nn����42
�-AÆF&m��]l�

KearnsO [48] �-,�A���68�?�pq:p��d��� 	���
�
�k@hl�"k�^u�Æ%���9G��

����F#`Q��vH�(+
�vN�

����w�%� 10��4<����85���!Gw��'B�
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[20]. ����+� �pq:p��t�0�Æ�,�L [20], !f�H�uQ�

5. =>
���4'�	��&�W��	���zv�op�B
�" Leonhart Euler �

1736 �A� “{3Pmvw"#” 	����L%n��x���4�.w�����
85���-����
�����%
& ����!#Æ�x�:���A���
�?�Wx�&�+�MÆ�9o�!&o���C��pG���Sx	����p
��w|y��B�%�Æ�!#J'��4��
����������+h`Æy
��	[>�

z?@A (l)

(BC DEF y GHI z)

****************************************************************************

(�� 237 �)

A �[f$�?�yq – zPr+���@�
(Δ + 4e2a2)A= 0,

d 
 A= 0.
(2.18)

 #nXW	��{s x �Æ:'&	 exp(±x/λ), �� λ = 1/2ea 6�Æ4�/�
Z
���� NPQDB���S�tv@H�8{�Æ�� A � x� λ #	H�0R
z	O��{5 F = dA {	�.���$ aP|c�@��HvN�u "��S
��vwA}	}/� λ �
d�
%xS�fo|}P|�� �∇ × �B = �J (0�f~
}

yq – zPr+���), &2��S���<*A}	��
%x�

ξ � λ �4�@A
�� 10−5 � 10−6 ~��
d —— 0�9�� |#�Wy/
$1!*�-�BR��z$�_
 I � II ���S�h
~#�� ψ = (λ/ξ)2. 
L

ξ > λ, ��S� I ��Æ λ > ξ  �	 II ��
M	��^@7{��QJ=�!��
%x���y/��	� ξ � λ A��4

��S�-�����(������S��=iBo��aQDB�
%�) �8�9�ξ
� λ ^A�z	��S “�7”(|s| = a, dAs = 0) �05�&
� yq – zPr+��

�H}&�����-I�|}
7�� – �7�~B� “~}”�� ξ � λ�X���
�����P@��
#Bh��yq – zPr+0���4#B�5	��71

#B�5��B-�Q� #Y}�A!�L�?	Z�"~FXH�0R�m	��
S�=
%x�!�'
� [1] ��Æ���-�'
T:	 §4 � �![E��T 
����-�_%}5 ( h � A �_%}5��) ��v}*$���SSB1��

(JKLM)
(NEO y PQ z

)
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